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9. Lokale Dichtendherung (LDA)

10.

Betrachten Sie das Excessfunktional in lokaler Dichtenédherung (LDA)

BEIPAg] — / d'r o() B (o(r)). (1)
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Bestimmen Sie die Funktion S (o) fiir die folgenden Zustandsgleichungen:
(a) 3. Virialndherung
Bp(o) = 0+ Bo(T)0* + Bs(T)o’ (2)
mit dem 2. und 3. Virialkoeffizienten By(T") bzw. B3(T),

(b) Van-der-Waals-Zustandsgleichung

Y 2
= — 3
(o) = 1 bo Bag (3)
mit den Van-der-Waals-Parametern a, b > 0,
(c¢) Carnahan-Starling-Zustandsgleichung fiir harte Kugeln mit Durchmesser o

L+n+n*—n°

Bp(o) = 1= 1)

mit der Packungsdichte n = %903.

Ein Fourier-Integral

Berechnen Sie das Integral

1 5 exp(iq-r)
Rk v o

fir r € R® und € € (0, 00).

Hinweis: Fiihren Sie Kugelkoordinaten ein, integrieren Sie iiber die Winkel und bestimmen
Sie das Integral iiber die Radialkoordinate mit Hilfe des Residuensatzes.

Fortsetzung auf Seite 2



11. Rotationsinvariante Bilinearformen

Betrachten Sie fiir reelle d-dimensionale Spaltenvektoren a, b € R? und reelle d x d-Matrizen
M e R%4 die Bilinearformen

(a.b)y =a"Mb (6)

wobei | Transposition bedeutet.

In der Vorlesung stellte sich die Frage nach denjenigen Matrizen M € R4 fiir die

(Ra,Rb),, = (a.b)y (7)

IS

gilt fiir alle Spaltenvektoren a,b € R? und alle orthogonalen Matrizen R < O(d), d.h.
Re R4 mit @Tﬁ = @@T =1, wobei 1 die d-dimensionale Einheitsmatrix ist.

(a) Nach Gl (6) bestimmt die Matrix M die Bilinearform (-, -),, vollsténdig. Zeigen Sie,

wie man umgekehrt aus der Bilinearform (-, -),, die Matrix_ﬂ wiedergewinnen kann.

(b) Zeigen Sie, dass die Matrizen Q(T) € R4 r e {1,...,d}, mit

L =g
(r) . .
Nij =< -1 Ji=j5=r (8)
0 , sonst

orthogonale Matrizen sind, d.h. V ) € O(d). Beschreiben Sie die Wirkung einer Ma-

trix N auf einen Spaltenvektor a. Zeigen Sie mit Hilfe der Matrizen N ™) und mit

Aufgabenteil (a), dass aus Gl. (7) M;; = 0 fiir i # j folgt.
(c) Zeigen Sie, dass die Matrizen ﬁ(”) ER™ r se{l,...,d},r# s, mit
i=j & {r s}
, (2,5) = (r,5)
,(i,5) = (s,7)

, sonst

v

(9)

O = =

orthogonale Matrizen sind, d.h. P € O(d). Beschreiben Sie die Wirkung einer

rs)

Matrix P auf einen Spaltenvektor a. Zeigen Sie mit Hilfe der Matrizen P und

mit Aufgabenteil (a), dass aus Gl. (7) M;; = Mj; fiir alle 4,5 € {1,...,d} folgt.

(d) Die Aufgabenteile (b) und (c) zeigen, dass Gl. (7) hochstens von Matrizen der Form
M = m]l mit m € R erfiillt werden kann. Zeigen Sie, dass tatsichlich alle Matrizen
dieser Form Gl. (7) erfiillen.



